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1. 서 론

4차 산업혁명의 도래와 디지털 트윈(digital twin)에 대한 주

목 및 발전으로 CAE(computer-aided engineering) 역시 새로운 

관심을 받고 있다(Nam et al., 2020; Oh et al., 2020; Shin and 

Park, 2020). 특히, 여러 산업 분야에서 시스템의 동적 거동을 

파악하기 위하여 과도응답해석을 통한 분석이 많이 이용되고 

있다. 하지만 과도응답해석의 경우, 시간에 따라 작용하는 하

중에 대한 응답을 확인하기 때문에 정교한 시스템 모델링 및 

조밀한 시간 간격을 가질수록 해당 시스템에 대한 동특성은 정

확하게 나타낼 수 있지만 이에 따른 계산 시간은 크게 증가하

게 된다. 따라서, 이러한 경우에는 모델차수축소법(model order 

reduction method, MOR)을 통해 과도응답해석을 수행하여 초

기 시스템(full order model, FOM)에 대한 시스템 특성을 유지

하면서도 효율적인 계산을 진행할 수 있다(Han, 2010; Amin and 

Krisnamoorty, 2012; Han, 2013; Han et al., 2016).

크리로프 부공간(Krylov subspace)에 FOM을 투영하여 축

소차수모델(reduced order model, ROM)을 생성하는 크리로프 

부공간 기반 모델차수축소법은 1980년대 초부터 연구가 시작되

어 많은 연구가 꾸준히 진행되고 있다. 연구 초기인 1980~1990

년대에는 주로 관련 이론을 정리 및 증명하는 연구 등이 진행

되었으며(Saad, 1983; Su and Craig, 1991), 2000년 대에는 높은 

자유도를 가지는 기계(Han, 2007) 또는 전기(Freund, 2000) 분

야의 시스템, 그리고 음향해석(Goo et al., 2012), 주파수해석

(Won and Han, 2014), 다물체해석(Kim and Yoon, 2016), 지진

해석(Han, 2020) 등 여러 시스템에 크리로프 부공간 기반 MOR

을 적용한 연구가 수행되었다.

이외에 CMS(component mode synthesis) 기법은 모델축소

를 위해 모드중첩법에 기반한 모드 형상, 고유주파수를 사용

하기 때문에 기계공학(특히 진동) 분야 연구자들에게 친숙한 
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방법이다. 이에 더하여 부구조법(sub-structuring)을 기본으로 

한다는 점에서 여러 구조가 조립된 복잡한 구조체의 모델링에 

편리성과 효율적인 해석시간을 추구할 수 있다는 장점이 있다. 

다만, 선형 진동 문제만을 다룰 수 있다는 한계가 있어 최근 비

선형 모델의 축소를 위해서 데이터에 기반한 POD(proper 

orthogonal decomposition) 기법이 널리 사용되고 있으며, 크리

로프 부공간 기법에 비해 해의 수렴속도가 느리다는 단점이 있

다(Kim et al., 2017). POD 기법(Kerschen et al., 2005)은 초기 

시스템의 과도해석의 스냅샷(snapshot)의 특이값분해(sigular 

value decomposition)로 변환행렬을 계산하므로 초기 시스템

의 과도해석이 필요한 반면에 크리로프 부공간 기법은 초기 시

스템 행렬만으로 변환행렬을 생성할 수 있는 장점이 있다. 따

라서, 시스템의 비선형성 및 최종 축소모델을 생성하는데 필

요한 소요시간 및 적용 목적 등에 따라서 가장 합리적인 모델

축소기법을 선택할 수가 있다.

한편, 기존의 해석 방식에서는 시스템의 조건이 바뀌면 그

에 따라 같은 해석 절차라 할지라도 그 과정을 다시 반복하여 

진행해야 한다. 따라서, 최근에는 이러한 반복적인 작업을 효

과적으로 수행하기 위하여 유한요소해석 모델링과 해석과정 

자동화에 대한 연구가 활발히 진행되고 있다(Moon et al., 

2018; Kim, 2018; Seo et al., 2020).

이에 본 논문에서는 크리로프 부공간 기반 모델차수축소법

을 이용한 다중 하중 과도응답해석 기법을 설명하고, 이를 적용

한 수치 예제를 통해 초기 시스템(FOM) 및 축소차수모델(ROM)

의 과도응답을 비교하여 ROM의 정확성 및 효율성을 나타내

고자 한다. 이를 바탕으로 상용 유한요소프로그램인 ANSYS 

Workbench(ANSYS, 2018) 환경에서 사용자의 입력을 최소화

하여 다중 하중 과도응답해석을 수행하는 크리로프 부공간 

기반 모델차수축소법을 이용하는 과도응답해석 자동화 ACT 

(Application Customization Toolkit)를 제안하고자 한다.

2. 크리로프 부공간 기반 모델차수축소법 및 자동화

2.1 뉴마크 적분법 및 크리로프 부공간 기반 

모델차수축소법을 이용한 과도응답해석

일반적으로 유한요소법에 의한 감쇠 기계 시스템의 행렬방

정식은 다음과 같이 시간에 대한 이차 상미분 방정식으로 표현

된다(Han, 2020).

   
 

(1)

여기서 M, C, K∊ℜ
N×N는 각각 시스템에 대한 질량, 감쇠, 강성 

행렬이다. 그리고 F∊ℜ
N×q, u(t)∊ℜ

q, x(t)∊ℜ
N는 각각 하중 행

렬 및 하중입력 벡터, 그리고 상태변수 벡터이다. 또한  y∊ℜ
p 

및 L∊ℜ
p×N은 출력 벡터 및 출력측정 행렬이다. 출력 벡터는 

출력측정 행렬과 상태변수 벡터의 선형 결합으로 나타나며, 

이를 통해 관심 위치에서의 응답 결과를 확인할 수 있다(Han, 

2010). 그리고 비례 감쇠(proportional damping)인 경우, 감쇠 

행렬 C는 다음 식과 같이 질량 및 강성 행렬의 선형 결합으로 

나타낼 수 있다.

   (2)

이때   및 는 각각 질량감쇠계수 및 강성감쇠계수를 의미

한다(Qu, 2004).

식 (1)의 운동방정식에 대한 과도응답을 구하기 위하여 직

접적분법 중 암시적 시간 적분 방법인 뉴마크 적분법을 사용한

다(Han, 2013). 시간 에서 운동방정식은 다음과 같이 나

타낼 수 있다.

    (3)

여기서, , 
,  그리고 Fn+1은 각각 시간 에서

의 가속도, 속도, 변위 그리고 하중을 의미한다. 뉴마크 적분법

은 현재 시간 t와 다음 시간 에서 변위와 속도를 다음과 

같이 가정한다.

   






 




 (4)

       (5)

이때,   및 는 뉴마크 적분상수이며 시간적분의 정확도 및 

수치 안정성을 결정한다. 뉴마크 적분법은 적분상수   및 가 

다음의 조건을 만족할 때 무조건적으로 안정하다.

 ≥


 





  ≥



(6)

본 연구에서 적분상수   및 는 각각 0.25 및 0.5로 하였고, 

위 식 (4)와 (5)는 계수  





,  



,  



,

  


 ,   


  ,  



 


 ,   

및   를 이용하여 다음 시간 의 가속도 및 속도에 

대한 식으로 다음과 같이 재배열하여 나타낼 수 있다.
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    
  

 (7)

    
 

 (8)

위의 식 (7) 및 (8)을 시스템의 운동방정식인 식 (3)에 대입하

여 정리하면 하나의 미지수인 변위 로 표현되는 다음 식

으로 나타낼 수 있다.

 

 
 

  





(9)

정리된 뉴마크 적분 연산 과정에 따라서 다음 시간 의 

변위를 계산할 수 있다.

크리로프 부공간 기반 모델차수축소법은 고차원의 초기 시

스템에 대한 상미분 방정식 (1)에서 상태변수 벡터 x(t)를 식 

(10)과 같이 V∊ℜ
N×n라는 저차원 부공간의 기저 벡터로 구성

되는 변환행렬 V를 통해 이 변환행렬에 관계되는 새로운 저차

원 상태변수 벡터 z(t)로 축소할 수 있다. 이때, 변환행렬은 시

스템에 작용하는 하중까지 고려되는 크리로프 벡터를 사용하

여 기저 벡터를 구성된다.

 ≅  where z(t)∊ℜ
n (10)

이제 상태변수 벡터는 저차원 부공간 변환행렬의 각 열벡터

의 선형 결합으로 표현되며, 초기 시스템을 그 부공간에 투영

하면 다음과 같은 축소 시스템을 얻을 수 있다.


 

  

 
(11)

축소된 시스템 행렬은 각각 Mr=VTMV, Cr=VTCV, Kr=VTKV, 

Fr=VTF이며 축소된 출력측정 행렬은 Lr=LV이다. 축소 감쇠행

렬은 앞서 비례 감쇠에서 나타낸 것과 같이 Cr=Mr+Kr로 표

현할 수 있다. 그리고 축소 시스템을 뉴마크 적분법에 적용하

면 다음과 같다.

     



  
 

   





(12)

초기 시스템과 축소 시스템 사이의 정확도는 변환행렬 V의 

열벡터의 수에 의해 결정된다. 초기 조건이 모두 0일 때, 식 (1)

을 라플라스 변환하여 비감쇠 시스템에 대한 전달 함수를 입력 

벡터와 출력 벡터의 관계로 나타난다. 이를 급수 전개를 통하여 

다음의 식과 같이 계수를 K-1M과 K-1F의 곱으로 표현할 수 있

다. 이때, 계수  를 전달 함수의 모멘트(moment)라고 한다.

 



 



  

∞


 




  

∞

 


(13)

축소 시스템에 대한 전달 함수도 위와 동일한 방법으로 구

하면 다음과 같이 표현된다.

 
  

∞

  

  


 


  

∞
 



(14)

여기서,  는 축소 시스템의 전달 함수의 모멘트를 의미하며, 

   및 

의 관계를 통하여 초기 시스템과 축소 시스템의 유

사도를 나타낸다. 식 (10)의 변환행렬이 아래 식 (15)에 의해 계

산되는 n개의 크리로프 부공간의 기저 벡터로 구성되면, 초기 

시스템과 축소 시스템은 초기 n개의 모멘트까지 일치함이 알

려져 있다(Freund, 2000; Han, 2007).

크리로프 부공간은 전달 함수의 모멘트에서 표현된 질량 행

렬, 강성행렬 및 하중 벡터로 구성되며, 아래 식과 같이 변환행

렬이 생성된다.


 

 





⋯







(15a)

 


 (15b)

즉, 크리로프 벡터는 다음 점화식(recurrence formula)으로 

생성된다.

 



 



(16)

각 크리로프 벡터는 물리적으로 정적 변형 모드(static mode)

로 간주할 수 있다. 첫 벡터 r1=K-1F는 하중벡터 F에 대한 시스

템의 정적 변형이고, 이후에 벡터 ri+1는 변형 ri와 연관된 관성

력(inertia force)로 인하여 발생하는 정적 변형으로 해석될 수 

있다(Su and Craig, 1991).

크리로프 부공간을 구성하는 기저 벡터는 정규 직교한 기저 

벡터를 만드는 아놀디 과정(Freund, 2000; Han, 2007)을 통해 
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가장 효율적인 방법으로 계산된다. 시스템에 작용하는 하중이 

각 방향 별로 조합된 하중벡터일 경우 변환행렬은 다음과 같이 

구성된다(Han, 2020).

 
 

 
 

 


 
  

 


 


 


 
 

 
 

 


 
 

⋯

 
  


 

 
 

  


 


 
  


 

 

(17a)

 







  (17b)

세 방향의 하중을 모두 고려할 때, 크리로프 부공간의 기저 

벡터로 구성된 변환행렬은 x축, y축 및 z축의 방향에 대한 하중

을 포함하므로 3의 배수로 구성된다(Han et al., 2016). 아놀디 

과정을 통해 최종적으로 계산된 기저 열벡터로 구성된 변환행

렬은 정규 직교하기 때문에 VTV를 계산하면 단위행렬을 가진

다(Han, 2020). 

2.2 모델차수축소법 기반 과도응답해석 자동화 과정

크리로프 부공간 기반 축소차수모델 생성 및 생성된 축소차

수모델의 과도응답해석에 대한 진행 과정절차는 Fig. 1에 나타

내었다. 먼저, ANSYS에서 정적 구조해석 및 고유진동해석을 

통해 시스템 행렬인 M, K, F를 추출한 후 ANSYS MAPDL에

서 아놀디 과정으로 초기 시스템의 축소차수모델을 생성한다. 

그리고 축소된 시스템 행렬을 이용하여 Python(Python, 2018)

에서 뉴마크 적분법 기반의 과도응답해석을 수행하고 결과를 

출력한다.

본 논문에서는 이러한 축소모델기반 과도응답해석의 해석 

과정을 ANSYS Workbench ACT(ANSYS, 2018)를 통해 자동화 

과정으로 구현하였다. ANSYS ACT는 XML(Extensible Markup 

Language) 및 IronPyhon으로 구성된다. XML파일은 Python함

수를 호출하기 위한 사용자 정의 함수 또는 GUI(Graphical 

User Interface) 등을 정의하고, Python을 통해 XML에서 사용

자가 정의한 함수 또는 GUI에 대한 응답을 구현하는 함수를 

생성한다.

과도응답해석 자동화 과정은 먼저 ANSYS Workbench에서 

유한요소모델링 및 구속조건 정의 후 진행된다. Fig. 2에는 자

동화 과정을 통한 축소차수모델 생성 및 과도응답해석을 나타

내었다. MOR Process는 프로그램 상단에 정의된 첫 번째 GUI

를 눌러 시작되며 첫 번째 과정으로 생성된 유한요소모델에서 

하중이 부여되는 위치를 정의한다. 하중 위치는 첫 번째 노란 

칸을 활성화한 후 해당 모델의 절점 위치를 마우스로 선택하여 

정의할 수 있다. 정의된 절점은 바로 아래 빨간 칸에서 절점 번

호를 반환하여 해당 번호를 확인할 수 있고, 또한 이 번호는 나

중에 하중 벡터를 추출할 때 해당 위치의 번호가 선택한 순서

대로 적용되어 하중 벡터 데이터가 저장된다. 그 아래 세 개의 

선택사항이 있는데 이는 정의된 절점에서 x, y, z 방향별 하중

벡터의 포함 여부를 결정하는 것이다. 이를 통해 각 방향별로 

조합된 하중이 부여된 시스템을 생성할 수 있다. 두 번째 과정

은 그 아래에 있는 노란 칸을 활성화한 후 출력측정 절점 위치

를 정의하는 것이다. 이 또한 바로 아래 빨간 칸에서 절점 번

호를 확인할 수 있으며 출력측정 행렬을 생성할 때 선택된 순

서대로 적용되어 데이터가 저장된다. 이 설정들을 마치면 시

스템 행렬을 추출할 수 있으며 해당 설정이 하나라도 정의되

지 않으면 다음 단계가 진행되지 않는다. 시스템 행렬의 추출

은 노란 칸에서 No를 Yes로 변경함으로 Workbench Project창

에서 MAPDL이 생성되고 시스템 행렬이 추출된다. 추출 완

료 후, 축소모델의 차수 정의 및 질량감쇠계수 D_alpha와 강

성감쇠계수 D_beta를 정의하고, 그 아래 노란 칸에 No를 Yes

로 바꾸면 Workbench Project창에서 생성된 MAPDL을 통해 

축소차수모델이 생성된다. 현재 진행 중인 해석이 저장된 폴

더 안에 user_files 폴더가 있으며, 축소차수모델은 user_files

폴더 아래에 생성되는 MOR이라는 폴더에 저장된다. 구체적

으로, 예를 들어 축소차수가 n=4라면 n4라는 이름의 폴더에 

저장된다. 마지막으로 축소차수모델을 이용하여 과도응답해

석을 수행하기 위하여 사용자는 자신의 문제에 대한 입력 벡

터 및 시간 데이터를 Excel 등을 이용하여 테이블로 데이터를 

생성한 후, 축소차수모델이 있는 폴더에 해당 데이터를 저장

한다. 그 후 MOR Process 프로그램 상단에 정의된 두 번째 

GUI가 클릭되면 정의된 출력측정 절점에서 크리로프 부공간 

모델차수축소법 기반 과도응답해석의 결과 데이터 및 그래프

가 출력된다.
Fig. 1  Transient response analysis procedure based on the model 

order reduction method
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3. 수치 예제

3.1 초소형 충격 스위치

첫 번째 수치예제로 3.0×2.2×0.55mm3의 크기를 가지는 초

소형 충격 스위치를 고려하였다(Park et al., 2018). 이 초소형 

충격 스위치는 4개의 스프링과 가동전극 그리고 4개의 추가 

질량체로 구성되며, 충격이 발생할 때 가동전극 및 추가 질량

체가 고정전극에 접촉하여 신호가 발생하는 물리 소자이다

(Fig. 3(a) 참고).

ANSYS Mechanical을 통해 유한요소모델을 생성하였으

며 SOLID186요소를 이용해 솔리드 요소 35,634개 및 절점 

(a) Generate the MOR Process object (d) Extract the system matrices

(b) Define the nodes for load application (e) Create the reduced order model

(c) Define the nodes for output observation
(f) Perform the transient response analysis and generate result data 

and graphs

Fig. 2  The automation procedure of the transient response analysis implemented on ANSYS workbench
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217,802개가 생성되었다. 경계조건으로 가동전극과 연결된 스

프링의 끝단 면에서 모든 방향에 대한 자유도를 구속하였

다. 해당 모델의 재질은 니켈이며, 사용된 물성치는 탄성계수 

E=200GPa, 밀도 ρ=8,908kg/m3, 포아송 비 ν=0.31이다. 이 시

스템의 전체 자유도 수(N)는 648,009개이며, 이는 유한요소모

델에서 경계조건에 의해 구속된 자유도를 제외한 자유도 수를 

의미한다.

하중조건으로 추가 질량체의 무게 중심 절점에 최대 하중이 

800G인 반주기의 정현파(half sine shock)를 0.2ms동안 부여하

였고, 총 해석 시간은 20ms까지 진행하였다. 이때, 하중은 무

게 중심 절점에 x축 및 y축 방향으로 동시에 가해진다고 가정

하였다. 비례 감쇠는 감쇠비 ξ=0.02에 대하여 질량감쇠계수 

=0 및 강성감쇠계수 =1.975×10-6로 고려하였다. 수치 계산은 

3.40GHz Intel(R) Core(TM) i5-4670 CPU 및 16GB의 메모리 

용량을 가지는 전산 시스템을 통해 진행하였다.

초기 및 축소 시스템의 결과 비교를 위하여 FOM과 1 및 5차 

ROM에 대하여 Fig. 3(a)에 표시된 추가 질량체 상단에 위치한 

Output 절점에서 시간에 따른 각 방향별 과도응답 결과를 확인

하였다. 축소차수 nm=1과 nm=5에 대하여 식 (17)로 계산되는 

변환행렬 V는 각각 다음과 같다.


×

   











∣∣


 



∣∣

(18)


×

   





∣∣


 



∣∣

∣∣


 



∣∣

⋯

∣∣


 



∣∣




 (19)

이때, 
 , 

는 각각 x, y 방향 하중벡터로 생성되는 축소차

수(nm) i차의 크리로프 부공간 기저 벡터를 의미한다. 구체적

으로 
 , 

은 각각 x 및 y 방향 하중벡터에 의한 초소형 충격 

스위치의 정적 변형이다. 또한 
 , 

은 각각 정적 변형 
  및 


와 연관된 관성력으로 인하여 발생하는 정적 변형을 의미한다. 

Fig. 4 및 Fig. 5는 각각 nm=1 및 nm=5의 방향별 과도응답 결

과로 회색 선은 FOM, 빨간 점선은 ROM을 나타낸다. Fig. 4 및 

Fig. 5에서 각 방향에 대한 변위를 비교해 보면 크리로프 기저 

벡터의 수가 많을수록 축소 시스템은 초기 시스템의 동적 특성

을 잘 나타내기 때문에 ROM(nm=5)의 결과가 ROM(nm=1)보다 

FOM과 더 정확히 일치하는 결과를 나타낸다. 또한, z 방향으

로 적용된 하중은 0으로 다른 방향에서 나타나는 변위 응답 결

과보다 훨씬 작은 값을 가진다. ROM(nm=1)의 양상은 FOM과 

유사하지만 피크들에서 큰 차이가 나타났는데, 변환행렬을 구

성하는 크리로프 기저 벡터들이 FOM의 동적 특성을 반영하

기에는 그 수가 부족하기 때문에 발생한 오차이다.

(a) Finite element model of a micro shock switch

(b) Load condition of the micro shock switch

Fig. 3  Finite element model of a micro shock switch and an 

analysis condition

(a) Displacement in the X-direction

(b) Displacement in the Y-direction

(c) Displacement in the Z-direction

Fig. 4  Transient responses of FOM and ROM(nm=1) at the output node
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ROM의 차수에 대한 과도응답의 정확성 비교를 위하여 다

음의 진상대오차(true relative error, E(n))식을 사용하였다

(Han, 2013).

 


 



 





  


(20)

 


 



 





   


(21)

여기서 yn(ti) 및 y(ti)는 각각 시간 ti에서 축소차수 n을 가지는 

ROM과 FOM으로 계산된 과도응답을 나타낸다. 이때 FOM으

로 계산되는 y(ti)는 방대한 계산이 요구되기 때문에 식 (21)과 

같이 두개의 연속적인 ROM의 응답으로 계산되는 오차지표

(error indicator, e(n))(Han, 2013)를 사용하였다. E(n) 및 e(n)에 

대한 결과 그래프를 Fig. 6에 나타내었다. 축소차수 nm=1의 

E(n)은 0.151이고, nm=5의 E(n)은 6.6×10-5로 후자의 경우에 오

차가 매우 작은 것을 알 수 있다. 또한, Fig. 6의 그래프에서 

E(n)과 e(n)는 E(n)이 수렴할 때까지 유사한 경향을 나타내기 

때문에 e(n)을 이용하여 ROM의 최적의 차수를 선택할 수 있

다. 축소차수 nm=3의 E(n)은 7.1×10-5로 nm=5의 결과와 큰 차이

가 나지 않으므로 nm=3을 사용하여 과도응답해석을 수행하여

도 정확한 과도응답 결과를 얻을 수 있다.

ROM의 과도응답 해석의 효율성 비교를 위하여 Table 1과 

같이 FOM과 ROM의 과도응답해석 계산 시간을 비교하였다. 

FOM은 ANSYS를 통하여 진행한 과도응답해석 시간을 측정

하였고, ROM은 오차 정도를 고려하여 nm이 1, 3, 5에 대하여 

각각 ROM의 생성 및 과도응답해석 계산 시간을 나타내었다. 

표에서 Generation of ROMs는 각 해당 축소차수의 ROM을 생

성할 때, Fig. 1에 설명된 ROM 아래의 Model Order Reduction

의 4가지 단계를 수행하는데 소요된 총 시간이다. 또한, 표에서 

Calculation of transient responses는 각 축소차수의 ROM에 대

하여 Python으로 작성된 뉴마크 적분법을 수행하는데 소요된 

시간이다. 이에 따라 FOM에서 소요된 총 시간은 17,219초이고, 

ROM에서는 축소차수에 따라서 각각 142초, 225초, 302초 정도

가 소요되어 ROM의 우수한 계산 효율성을 확인할 수 있다.

3.2 거더 다리

두 번째 수치 예제는 Fig. 7에 표시한 거더 다리이며, 다리 위

로 약 40km/h의 일정한 속도로 자동차가 지나는 상황에 대한 

과도응답해석을 수행하였다. 다리를 지나가는 자동차의 질량

은 900kg이고, 중력 가속도 10m/s2를 적용하였다. 차로의 폭은 

3m이며, 이는 도로교통법 규정을 참고하여 반영하였다. 그리

고, 해석 수행시 다리 전체에서 7.2m인 일부 구간에서 진행하

(a) Displacement in the X-direction

(b) Displacement in the Y-direction

(c) Displacement in the Z-direction

Fig. 5  Transient responses of FOM and ROM(nm=5) at the output node

Fig. 6  Relative error E(n) and error indicator e(n) for the shock switch

Table 1  Computation times for the transient responses using the 

FOM and ROMs

Computation time(s)
FOM ROM

N=648,009 nm=1 nm=3 nm=5

Generation of ROMs(s) - 142 225 302

Calculation of transient 

responses(s)
17,219 0.09 0.12 0.12

Total time(s) 17,219 142 225 302
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였다. 자동차의 전폭은 약 2m, 축간 거리 2.4m, 타이어의 단면 

폭은 240mm로 설정하였다.

유한요소모델링에는 SHELL281요소를 사용하였고, 요소는 

3,162개, 절점은 10,599개가 생성되었다. 전체 자유도수(N)는 

60,964개이다. 해당 모델의 물성치로는 탄성계수 E=200GPa, 

밀도 ρ=7,850kg/m3, 포아송 비 ν=0.3를 사용하였다.

경계조건으로 Fig. 8(a)에 나타낸 바와 같이 도로의 양 끝단 

중 타이어 궤적이 아닌 모서리의 x 방향을 구속하였고, 아래 거

더의 밑면 모서리의 모든 자유도를 구속하였다. 자동차가 거

더 다리의 우측에서 좌측으로 진행하는 동안 자동차의 바퀴를 

통해 거더 다리에 가해지는 y 방향 하중을 시간과 진행거리에 

따라서 표시하였다(Fig. 8(b) 참고). 자동차는 시간 0초에 앞바

퀴가 거더 다리의 우측 끝단에 위치한다고 가정하였고, 시간

이 흐르며 앞바퀴, 앞바퀴 및 뒤바퀴, 그리고 뒤바퀴에 의해 거

더 다리에 하중이 가해진다. 이러한 자동차의 움직임에 따른 

이동 하중을 표현하는데, 총 31개의 y 방향 하중벡터이 부여되

었다. 감쇠는 비례 감쇠를 가정하여 감쇠비 ξ=0.01에 대하여 질

량감쇠계수 =0 및 강성감쇠계수 =2.077×10-4로 고려하였다. 

수치 계산은 3.40GHz Intel(R) Core(TM) i5-4670 CPU 및 16GB

의 메모리 용량을 가지는 전산 시스템을 통해 진행하였다.

이 예제에서 축소차수 nm=1과 nm=5에 대한 식 (17)로 계산

되는 변환행렬 V는 각각 다음과 같다.


×

   





∣ ∣ ∣


 

 


∣ ∣ ∣

⋯

∣ ∣ ∣


 

 


∣ ∣ ∣




 (22)


×

   





∣ ∣ ∣


 

 


∣ ∣ ∣

⋯

∣ ∣ ∣


 

 


∣ ∣ ∣




 (23)

여기서 
 는 y 방향의 k번째 하중에 대한 축소차수 i차 크리로

프 부공간 기저 벡터를 의미한다. 과도응답을 확인하기 위하여 

도로 위로 자동차가 진입한 지점, 도로 중간 지점, 도로를 나가

는 지점 근처의 절점인 Out1, Out2, Out3에서의 y 방향 변위를 

확인하였다(Fig. 8(c) 참조).

Fig. 9 및 Fig. 10은 각각 축소모델 nm=1 및 nm=5의 과도응답 

결과로 회색 선은 FOM, 빨간 점선은 ROM을 나타낸다. 각 그래

프에서 해당 지점을 지날 때와 자동차가 완전히 다리를 벗어나

는 시간에서의 과도응답을 확대하여 나타내었다. ROM(nm=1)

를 이용하여도 초기 시스템의 동적 특성을 충분히 나타낼 수 

있는 결과를 얻을 수 있었다. 물론 ROM(nm=5)의 결과가 

ROM(nm=1)보다 FOM에 더 일치하는 결과를 나타내는 것을 

확인할 수 있다.

Fig. 7  Geometric modeling of a girder bridge (a) Finite element model and boundary condition

(b) Loading condition of the girder bridge according to distance and time

(c) Output measurement locations of the transient response analysis

Fig. 8  Analysis condition for the girder bridge
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식 (20)으로 계산된 nm=1의 E(n)은 0.023, nm=5의 E(n)은 

2.77×10-6으로 nm=5의 오차가 훨씬 낮았다. 이는 앞에서 설명

한 바와 같이 모멘트 일치법에 따라 변환행렬에 크리로프 부공

간 기저 벡터가 많이 포함될 수도록 축소모델이 초기 시스템의 

동적 특성을 더 잘 표현하기 때문이다. 축소차수에 따른 E(n) 

및 e(n)의 비교 그래프를 Fig. 11에 나타내었다. 이 예제의 비교 

그래프에서 E(n)과 e(n)은 E(n)이 수렴할 때까지 유사한 경향

을 나타내기 때문에 e(n)으로 ROM의 최적의 차수를 선택할 

수 있을 것이다. 축소차수 nm=3까지 오차가 급격히 감소하며, 

nm=5 이후부터는 수렴하기 때문에 nm=5를 최적의 차수로 선

택할 수 있다.

ROM에 대한 과도응답 해석 효율성 비교를 위하여 Table 2와 

같이 FOM과 ROM의 과도응답해석 계산 시간을 비교하였다. 

각 항목의 구체적인 소요시간은 Table 1에서 설명한 바와 동일

하다. FOM은 ANSYS를 통하여 진행한 해석 시간을 측정하였

고, ROM은 오차 정도를 고려하여 nm이 1, 3, 5에 대하여 각각 

ROM을 생성하는데 걸린 시간 및 과도응답해석 계산 시간을 나

타내었다. FOM에서 소요된 전체 시간은 약 950초이고, ROM

에서는 각각 64초, 172초, 304초 정도가 소요되어 본 예제에서

도 ROM의 우수한 과도응답 계산 효율성을 확인할 수가 있다.

이동 하중에 대하여 크리로프 부공간 기반 모델차수축소법

을 적용한 사례는 보고된 바가 없었는데, 본 예제를 통하여 이

동 하중을 가진 시스템에서도 충분히 크리로프 부공간 기반 모

델차수축소법을 적용하여 정확하고 효율적인 과도응답 결과

를 얻을 수 있음을 확인하였다.

(a) Displacement at the Out1

(b) Displacement at the Out2

(c) Displacement at the Out3

Fig. 9  Transient response of FOM and ROM(nm=1) at the output nodes

(a) Displacement at the Out1

(b) Displacement at the Out2

(c) Displacement at the Out3

Fig. 10  Transient response of FOM and ROM(nm=5) at the output nodes

Fig. 11  Relative error and error indicator for the girder bridge

Table 2  Computation times for the transient responses 

of the FOM and ROMs

Computation time(s)
FOM ROM

N=60,964 nm=1 nm=3 nm=5

Generation of ROMs(s) - 53 138 238

Calculation of transient 

responses(s)
955 10.7 33 65.5

Total time(s) 955 64 172 304
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4. 결 론

본 연구에서는 크리로프 부공간 모델차수축소법 기반 과도

응답해석의 자동화를 위한 ANSYS ACT 툴을 개발하고, 각 방

향별 다중 하중 및 이동 하중 하에서 수치 예제를 통해 초기 시

스템(FOM)과 축소차수모델(ROM)의 과도응답을 비교하였

다. 그리고, 두 방법에 대한 해석 결과의 정확성 및 효율성 비교

를 위하여 진상대오차(E(n)) 및 오차지표(e(n)), 그리고 해석 소

요 시간을 비교하였다. 이를 통하여 크리로프 부공간 모델차

수축소법 기반 과도응답해석이 일반적인 과도응답해석과 거

의 같은 정확성을 가지면서 계산 시간 측면에서 매우 효율성이 

높은 것을 확인하였다. 또한, 본 연구에서는 이러한 과도응답

해석 과정을 ANSYS Workbench 환경에서 자동화를 구현하였

기 때문에 사용자의 입력을 최소화 하여 반복적인 크리로프 부

공간 축소모델 기반 과도응답해석을 간단하고 효율적으로 진

행할 수 있을 것으로 기대된다.
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요  지

다중 하중 과도응답해석은 시간에 따른 작용 하중에 대한 과도응답을 확인하므로 정교한 시스템 모델링 및 조밀한 시간 간격을 가

질수록 해당 시스템에 대한 동특성은 정확하게 나타내지만 이에 따른 계산 시간은 크게 증가하게 된다. 크리로프 부공간 기반 모델차

수축소법은 기계 시스템이 가지는 동적 특성과 거의 동일한 결과를 나타내면서 계산 시간을 줄일 수 있기 때문에 효율적인 과도응답

해석 방법이다. 본 연구에서는 다중 하중 및 이동 하중을 가지는 수치 예제를 통하여 크리로프 부공간 모델차수축소법 기반 과도응답

해석을 수행하고, 이를 통해 초기 시스템 및 축소차수 모델의 정확성 및 효율성을 비교하였다. 또한, 시스템 행렬 추출, 크리로프 부공

간의 기저 벡터로 구성되는 변환행렬 생성 및 축소차수모델 생성 그리고 이를 바탕으로 과도응답해석을 하는 절차를 수립하여 상용 

유한요소 프로그램인 ANSYS Workbench ACT를 통해 과도응답해석 과정 자동화를 구현하여 그 효용성과 효율성을 보였다. 

핵심용어 : 크리로프 부공간, 모델차수축소법, 과도응답해석, ANSYS ACT


