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1. 서 론

등방성 보에 관한 연구로부터 시작된 경계층 문제는 오랜 

기간 응용 수학과 공학 분야에서 난제로 여겨져 왔다. 현대에

는 컴퓨터의 발달로 구조 문제에서 경계층 문제는 어렵지 않게 

해석할 수 있게 되었으나, 내부(interior)와 경계층(boundary- 

layer)를 이해하기 어렵다는 단점이 있다. 핵심은 경계층에 관

한 엄밀해를 계산하기 어렵다는 것이다. 

티모센코(Timoshenko and Goodier, 1970)의 외팔보 탄성해

는 엄밀해가 아니며, 심지어는 정확한 내부해가 될 수 없다. 

Gregory와 Wan(1984)가 언급한 것처럼, 티모센코 탄성해에 

사용한 경계조건은 수학적으로 엄밀하지 않기 때문이다. 따라

서 경계조건 문제를 이해하기 위해서는 내부해와 경계층해를 

구분할 필요가 있는데, 유한요소법을 포함한 일반적인 수치 

해석적 방법론으로는 어려움이 있다. 경계층 해를 구하는 고

전적인 방법으로는 Papkovich-Fadle 고유함수가 있다(Buchwald, 

1964; Timoshenko and Goodier, 1970). 무한 외팔보에 대한 경

계층 해는 Gregory와 Gladwell이 1982년에 계산하였으며, 후

속 연구에서 경계조건을 얻는데 사용되었다. 이 방법론은 복

합재료에 적용되었고(Buannic and Cartraud, 2001), 후에 복잡

한 상반정리를 간략화한 평균 변위 경계조건이 개발되고 박판 

보에 적용되었다(Kim et al., 2008). 평균 변위 경계조건을 개선

한 응력 가중 변위 경계조건이 구속된 가상일의 원리로부터 유

도되어 이방성 보의 해석에 사용되었다(Kim and Wang, 2011).

본 연구에서는 생브낭의 원리를 적용하여 고차의 섭동항을 

계산하고(Jeong and Kim, 2016; Kim, 2012), 다중 축적법을 이

용하여 내부해와 경계층해를 체계적으로 분리한다(Dauge and 

Gruais, 1998; Kim, 2022). 내부해의 경우에는 고전적인 점근
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해석기법을 적용하고, 경계층해는 Papkovich-Fadle 고유함수

를 2차 고유치 문제로부터 계산한다. 얻어진 결과는 문헌에 보

고된 결과 그리고 2차원 유한요소해석과 비교 검증한다. 등방

성, 횡등방성 그리고 적층 복합재료 외팔보 문제의 경계층해

를 고정단에서 계산하였다.

2. 본 론

본 연구에서는 경계층 해와 내부 해를 동시에 계산하기 위

하여, 다중 스케일 기법을 사용하였다(Fig. 1). 이를 적용하기 

위한 방법론으로써 전산점근해석 기법 및 팝코비치-패들(Pap-

kovich-Fadle) 고유함수를 도입하였다. 이 장에서는 이러한 방

법론들을 소개하고, 다중 축적을 통해 내부해와 경계층해에 

대한 정식화를 수행한다.

2.1 전산점근해석의 기초

점근해석을 수행하기 위해서는 먼저 작은 매개변수(ε)의 항

으로 적절한 축적(scale)이 선행되어야 한다. Fig. 1에서와 같

이 축 방향으로는 빠른 축적과 느린 축적을 동시에 적용하고, 

두께 방향으로는 빠른 축적만을 적용하였다. 이 축적을 적용

한 2차원 변형률 벡터는 다음 식 (1)~(3)과 같이 쓸 수 있다.













 (1)

여기서

    


(2a)

 










 
 
 

  










 
 
 

       (2b)

미분에 다중 축적(multiple scale)을 적용하면 다음 식 (3)과 

같고
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이를 식 (1)에 적용하면 축적된 변형률 벡터를 얻는다.


 






 
  (4)

 

섭동론에 따른 변위장의 점근전개는 아래와 같다.

 

  


 
⋯ (5)

 

여기서 0차 변위는 단순 강체운동을 1차 변위는 보의 기본 변

위로써 0차 변형률을 0이 된다.
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2차 변위부터는 이제 워핑(w)과 경계층(b) 효과를 고려하기 

위해 아래와 같이 표현한다. 

 


  

 


 (7)

 

식 (5)를 식 (4)에 대입하여 차수별로 정리하면 점근 전개된 

변형률 벡터를 얻을 수 있으며, 구성방정식을 이용하여 점근 

전개된 응력 벡터를 얻을 수 있다. 식 (7)을 식 (4)에 대입하면 

변형률 벡터는 다음 식 (8), (9)와 같다. 
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여기서 
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그리고 거시적 변형률 벡터 e는 아래 식 (10)과 같이 정의된다.
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응력은 일반 이방성(general anisotropic, C) 재료에 대한 2차

원 구성방정식을 사용하면 아래 식 (11)과 같이 쓸 수 있다. 
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이 응력 (11)과 변형률 (9)로 내부 가상일 밀도함수는 아래 

식 (12)와 같이 점근 전개된 형태로 나타난다. 

Fig. 1  Configuration and scale of composite beams for 

boundary-layers
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      ⋯ (12)

 

여기서 각 차수의 내부(internal) 가상일은 내부(interior)와 경

계층(boundary-layer) 가상일로 구분할 수 있다. 0차 및 1차 에

너지에서는 기본 변위장 식 (6)의 구성을 정당화하며, 첫 번째

로 의미 있는 해는 2차 내부 가상일에서 얻을 수 있다. 
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여기서 하첨자 ‘I’는 내부해를 ‘B’는 경계층해를 나타낸다. 이 

식에서 밑줄 친 부분은 생브낭의 원리를 확인해 주는데, 경계

층해와 내부해의 곱은 0이라는 것이다. 이는 내부해에 대한 정

당성을 주며, 경계층해에 대한 구속조건 같은 역할을 한다.

 

2.2 내부해(Interior solution)

 

내부해는 식 (13)의 첫 번째 항을 풀면 얻을 수 있는데, 주요 

변수인 워핑 함수와 거시적 보 방정식을 찾는 것이 목적이다. 

워핑함수를 일반적인 재료와 형상에 대해 찾기 위해 1차원 유

한요소 이산화를 수행하였다. 
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여기서 S는 전형적인 1차원 유한요소 보간함수이다. 식 (14)를 

식 (13)의 첫 번째 대입하면 
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여기서 ∙는 보의 두께 방향으로 적분을 의미한다. 식 (15)

의 첫 번째 항은 거시적 보 방정식을 두 번째 항은 미시적 워핑 

방정식을 나타내며, 먼저 미시적 방정식을 풀어 워핑함수를 

찾는다. 이때 워핑함수는 보 단면의 강체운동에 직교한다는 

구속조건을 걸어야 한다. 유한요소 해는 다음과 같이 벡터 형

식으로 나타낼 수 있다.

 






 (16)

 

식 (16)을 식 (11)에 대입하면 1차 응력을 계산할 수 있는데, 

먼저 거시적 변형률 벡터 e를 찾아야 한다. 다만 경계조건을 정

확하게 계산하기 위해서는 경계층 해를 먼저 계산해야 해서 다

음절에서 자세히 다루고자 한다. 거시적 변형률 벡터를 찾고 

나면 내부(interior) 응력은 다음 식 (17)과 같다. 

 




 
 (17)

고차 내부해는 같은 방식으로 계산되며, 재귀 방정식 형태

로 나타난다 (Buannic and Cartraud, 2001; Kim, 2022). 자세한 

식은 제한된 지면 관계상 생략한다. 

2.3 경계층해(Boundary-layer solution)

경계층해는 식 (13)의 마지막 항을 풀면 얻을 수 있다. 주요 

변수로는 경계층 고유치와 고유벡터이며, 고유벡터의 해석해

는 팝코비치-패들(Papkovich-Fadle) 고유함수로 알려져 있다

(Buchwald, 1964). 이를 위해 경계층 변위 를 1차원 유한요소

법으로 이산화하였으며, 다음과 같은 형태로 가정할 수 있다. 


 exp




(18)

여기서 λ는 고유치이며, 마지막 항은 고유벡터이다. 식 (18)

을 식 (13)에 대입하여 ξ1에 대한 부분적분을 수행하고 정리하

면 2차 고유치 문제(quadratic eigenvalue problem)로 나타나며 

아래 식 (19), (20)과 같다.
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여기서
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(20)

식 (19)의 해는 고유치와 고유벡터로 이는 모든 차수에서 같

은 함수를 가지므로, 한 번만 계산하면 된다. 이 고유벡터들에 

기본 변위를 추가하여 급수로 경계층 변위를 표현한다. 이때 

고유벡터들은 복소수이기 때문에 실수부와 허수부의 벡터를 

독립적으로 취급한다. 
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여기서, 
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(22)

식 (21)에서 미정 계수 벡터인 c는 경계조건으로부터 찾을 

수 있으며, 이어지는 절에서 설명한다.
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2.4 경계조건

여러 가지 경계조건 중에서도 변위 기술 경계조건이 어려운 

문제 중의 하나이다. 본 연구에서는 대표적으로 고정단에서의 

변위 경계조건의 문제에 대한 해를 제시하고자 한다. 0차 및 1차 

변위는 통상적인 경계조건으로 기술되어 문제가 되지 않지만, 

2차 변위부터는 워핑 변위로 인하여 변위 기술 경계에서 정확

하게 만족하기 어렵다. 경계에서의 변위가 0이라는 조건은 최소 

오차 자승법을 적용하여 아래와 같이 표현할 수 있다(Gregory 

and Gladwell, 1982). 

 



min〈∥


∥〉 ≥  (23)

 

이 식은 연립방정식을 구성하며 내부(interior) 워핑변위를 

보상하는 경계층 변위를 계산할 수 있게 한다. 사용된 고유함

수는 적게는 10개에서 많게는 200개까지가 필요하다. 이렇게 

많은 함수가 필요한 이유는 경계에서 응력과 변위가 매우 급격

하게 변하기 때문인데, 이러한 변화는 수치예제에서 그림으로 

확인할 수 있다. 

한편 자유단 경계조건은 응력이 기술된 조건으로 볼 수 있

으며, 아래와 같이 쓸 수 있다. 

 



min〈∥





∥〉 ≥  (24)

 

식 (23)과 (24)는 경계층 해를 결정하며, 내부해를 직접적으로 

결정하는 것은 아니다. 따라서 내부해에 대한 경계조건은 특

별히 취급하여야 한다. 문헌에 따르면 멕스웰-베티(Maxwell- 

Betti) 정리를 이용하여 경계조건을 유도한다(Gregory and Wan, 

1984). 

 




 

 as → (25)

 

이를 이용하면 고정단에서의 경계조건은 다음과 같다. 

 




 ∵  on  (26)

 

식 (26)은 Kim과 Wang(2011)이 제안한 구속된 가상일의 원

리에서의 변위 기술 경계조건과 같은 조건임을 알 수 있다. 라

그랑지 승수법을 도입한 변위 경계조건은 아래와 같다.

 

〈

 





〉


 (27)

 

여기서 두 번째 항은 일반적인 보 이론에서의 변위 경계조건이

며, 첫 번째 항은 경계층해가 내부에서 쇠하기 위한 조건으로 

경계층이 내부에 영향을 주는 지를 나타내는 척도이다. 일반

적인 등방성 구조물에서는 첫 번째 항의 영향은 미미하나, 이

방성이 강한 구조물에서는 내부에 무시 못 할 영향을 준다. 

2.5 점근적으로 정확한 경계조건

앞 절에서 언급한 것처럼, 경계조건은 차수별로 결정해야 

하는데, 이를 점근적으로 정확한 조건이라 한다. 점근 전개된 

내부 변위를 식 (27)에 대입하고 차수별로 정리하여 Table 1에 

나타내었다. 표에서의 응력은 내부와 경계층 효과를 모두 포

함하고 있다.

표에서 0차 경계조건은 고전적인 오일러-베르누이 보의 그

것과 같으며, 1차 조건은 굽힘과 전단 연성이 있는 문제에서 0

이 아닌 조건을 준다. 2차 경계조건은 전단변형에 대한 보정이

며, 약한 경계층 효과를 포함한다. 3차 경계조건은 경계층 효

과가 지배적인 조건이며, 여기서부터는 경계층 문제를 풀지 

않는다면 큰 의미가 없다.

3. 수치 예제

먼저 이방성 보의 결과를 검증하고, 복합재료 보에 대한 경

계층 응력의 영향을 시뮬레이션한다. 보의 길이 대 두께 비

(S=L/h)는 10이며, 세 가지 재료에 대해 수치해석을 수행하였

으며, 재질 상수들은 Table 2에 주어져 있다. 

3.1 등방성 보에서의 경계층 효과

등방성 보에 대한 2차 고유치 문제(19)에서 첫 10개의 고유

Table 1  Asymptotically correct boundary conditions

Energy Order Boundary conditions at each order

0차 : ε2 
 

 
 

1차 : ε3 〈


 



〉






2차 : ε4 〈


 


〉





3차 : ε5 〈


 


〉





Table 2  Material properties

Type Material properties

Isotropic  GPa  

Transversely 

Isotropic
 GPa     MPa

Laminated 

Composite



GPa 


GPa 










GPa 


GPa
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치를 Buchwald(1964) 그리고 Kim(2022)의 결과와 비교하여 

Table 3에 나타내었다. 표에서 Buchwald의 결과는 Papkovich- 

Fadle 고유함수를 해석적으로 구한 것이기 때문에 엄밀해로 

간주할 수 있으며, Kim의 결과는 워핑 함수에 기초하여 단순

화된 식으로 계산된 것이다. 본 연구의 결과는 엄밀해와 수치

적 오차로 생각될 정도의 차이를 보이지만, Kim의 결과는 1차 

고유치만을 근사함을 알 수 있다. 이는 2차 고유함수부터는 두

께 방향으로 고차 곡선의 형태를 가지기 때문이다.

Table 3에서 보이는 고유치의 정확도는 외팔보의 끝단에 전

단력(P)이 가해진 보의 고정단에서의 응력분포를 살펴봄으로

써 알 수 있다. Fig. 2에는 고정단에서의 전단응력 분포를 현재

의 방법론으로 계산한 결과를 ANSYS 2D 해석 결과 그리고 

Kim(2022) 결과와 비교하여 도시하였다. 그림에서 보듯이 Kim

의 결과는 간단한 해석으로 정성적인 분포는 묘사할 수 있으

나, 정량적인 정확도가 떨어지며 본 논문에서 제시한 고유함

수 방법은 2차원 유한요소해석의 결과와 잘 일치함을 알 수 있

다. 다만 현재의 방법론은 ANSYS 해석과 거의 동등한 전산 자

원을 요구한다는 단점이 있다. 그런데도 본 방법론이 가지는 

의의는 내부해와 경계층해의 영향도를 구분할 수 있어 구조물

에서 응력분포에 대한 이해도를 높일 수 있다는 점에 있다. 

Table 3에서 보이는 고유치의 오차는 보의 변위에 있어서는 

전혀 나타나지 않으며, 이를 쉐도우(shadow) 상태라 부르기도 

한다(Dauge and Grais, 1998). 따라서 등방성 보의 경우 기준선

에서의 보의 처짐은 모두 같은 결과를 보여준다. 이는 경계층 

응력 상태가 고정단에서 멀어지면서 얼마나 빨리 쇠하는지를 

보면 알 수 있는데, 이를 Fig. 3에 도시하였다. 그림에서 수직응

력, 전단응력 그리고 횡방향 수직응력을 모두 볼 수 있으며, 두

께의 0.3배 정도에서는 경계층 응력 상태는 거의 무시할 수 있

는 수준이 된다. 이러한 빠른 쇠퇴는 경계층 해가 거시적 거동

에 영향이 없다는 것을 뒷받침한다. 

3.2 횡등방성 보에서의 경계층 효과

등방성 보에서의 경계층 효과는 거시적 거동에 매우 적은 

영향을 미침을 앞 절에서 보았다. 경계층 효과의 극적인 효과

를 확인하기 위하여 전단 계수(G)가 영계수(E)에 비해 매우 작

은(Table 2) 전단변형에 취약한 외팔보를 고려하였다. 길이 방

향으로의 처짐 곡선을 Fig. 4에 도시하였다. 그림에서는 0차, 2

차, 3차, 그리고 3차+경계층 해를 ANSYS 및 Kim(2022) 결과

와 비교하였다. 0차 해는 고전적인 오일러-베르누이 해와 같은 

결과를 보여주며, 2차 해는 고정단에서의 기울기 보정을 3차 

해는 처짐 보정을 받는다. 경계층 해를 고려한 본연구의 결과

는 ANSYS와 일치함을 알 수 있다. 반면에 Kim의 결과는 적은 

오차를 보이는데, 이는 앞서 설명한 것처럼 고유함수의 부정

확성에 기인한다. 다만 거시적 거동의 정성적 예측에 있어서

는 계산 노력 대비 매우 효율적인 방법이다. 

Fig. 2  The transverse shear stress through the thickness of a beam 

at the root for an isotropic cantilever loaded at the end

Fig. 3  The decaying boundary-layer stress state at 0h, 0.1h, 0.2h, 

and 0.3h from the root for Fig. 2

Table 3  First six eigenvalues for the isotropic material

Mode
Eigenvalues

Symmetric Anti-symmetric

1

Buchwald -4.21239+2.25073i -7.49768+2.76858i

Kim -4.58258+0.00000i -7.00000+0.00000i

Present -4.21239+2.25073i -7.49768+2.76868i

2

Buchwald -10.7125+3.10319i -13.9000+3.35221i

Kim -5.58570+0.00000i -11.7488+0.00000i

Present -10.7125+3.10315i -13.9000+3.35217i

3

Buchwald -17.0734+3.55108i -20.2385+3.71677i

Kim -7.74597+0.00000i -12.4900+0.00000i

Present -17.0736+3.55089i -20.2392+3.71618i
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등방성 보와는 매우 강한 경계층 상태가 고정단에서 발생하

며 보의 내무 전 영역에 걸쳐 영향을 미친다. 고정단에서의 수

직 응력분포를 Fig. 5에 도시하였다. 고정단 모서리에서 발생

하는 특이 응력을 잘 모사하고 있으며, 2차원 유한요소해석보

다 더 효율적이다. 2차원 유한요소법을 사용하여 특이 응력의 

정밀한 계산을 위해서는 매우 세밀한 메시(mesh)가 필요하다. 

한편 Kim의 결과는 정확도는 떨어지지만, 경계층 해의 정성적 

분포를 잘 모사하는 것을 알 수 있다. 

3.3 복합재료 보에서의 경계층 효과

마지막 예제로써 적층 복합재료 보의 경계층 해를 계산하였

다. 직교 적층 배열은 [0/90/0]이며, 두께 좌표는 (-1/2,-1/6, 1/6, 

1/2)이고, 재질 상수는 Table 2에 주어졌다. 먼저 경계층의 감

쇠 정도를 확인하기 위해 2차 고유치 문제의 고유치와 고유벡

터를 Table 4에 정리하였다. 표에는 첫 6개의 값을 도시하였으

며, 첫 번째 감쇠비는 1.33으로 등방성의 4.2에 비해 느리게 쇠

함을 알 수 있다. 이는 등방성에 비해 경계층의 범위가 보의 내

부로 전파됨을 의미한다. 고유벡터의 분포는 적층 경계면을 

기준으로 파장이 달라짐을 볼 수 있으며, 고차도 느리게 감소

함을 알 수 있다.

고정단에서의 전단 응력분포를 Fig. 6에 도시하였다. 등방

성에서 보이는 경향성이 중간층에서 재질이 바뀜에 따라 보다 

명확하게 보인다. 경계층 응력은 내부 응력과 크기가 같고 부

호가 반대이며, 모서리에서는 응력이 무한대로 가는 경향성을 

확인할 수 있다. 본 논문에서 제안한 팝코비치-패들 고유함수 

Fig. 4  Normalized deflection along the axial coordinate for an 

transversely isotropic cantilever loaded at the end

Fig. 5  The normal stress through the thickness of a beam at the 

root for an transversely isotropic cantilever loaded at the end

Table 4  First six eigenvalues for [0/90/0] composite

Mode
Eigenvalues and Eigenvectors

Symmetric Anti-symmetric

1

-1.334086+0.00000i -1.489395+0.00000i

2

-2.666105+0.00000i -2.77577+0.00000i

3

-3.993444+0.00000i -4.096993+0.00000i

Fig. 6  The transverse shear stress through the thickness of a beam 

at the root for a laminated composite [0/90/0] beam
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방법을 통해 얻은 결과는 ANSYS 결과와 정성적일 뿐만 아니

라 정량적으로도 잘 일치한다. 복합재료 구조물의 경계층 해

석에 있어 2차원 유한요소해석을 대체할 수 있고, 해의 정확도 

검증에 사용될 것으로 기대된다. 

4. 결 론

본 연구에서는 전산점근해석기법으로 내부해와 경계층해

에 대한 정식화를 수행하였다. 경계층 해는 팝코비치-패들 고

유함수 방법을 이용하여 계산하였으며, 멕스웰-베티 정리로부

터 점근적으로 정확한 경계조건을 계산하였다. 이는 구속된 

가상일의 원리에서 얻은 조건과 같으며, 3차 문제까지 계산하

였다. 계산된 경계층과 경계조건은 등방성 및 적층 복합재료 

보의 해석에 적용하였으며, 2차원 유한요소법의 결과와 잘 일

치함을 알 수 있었다. Kim(2022)의 경계층 해에 대한 검증도 

시도하였으며, 정성적으로 일치하지만, 정량적으로는 한계가 

있음을 보였다. 본 연구에서 제시한 방법론은 경계층에 대한 

기준으로서 역할을 할 것으로 기대된다.
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요  지

본 논문에서는 전산점근해석기법을 사용하여 복합재료 보에 대한 경계층 해를 계산하고, ANSYS 결과와 비교 검증하였다. 경계층 

해는 내부해와 순수 경계층 효과의 합으로 표현되기 때문에, 내부 및 경계층에 대한 수학적으로 엄밀한 정식화를 요구한다. 전산점근

해석기법은 수학적으로 매우 강력한 기법으로, 이러한 문제에 유용하다. 그러나 경계층과 내부 해들의 연결을 시키기 쉽지 않은데, 본 

연구에서는 가상일의 원리를 통해 생브낭의 원리와 내부 및 경계층 문제를 체계적으로 분리하였다. 경계층 해는 팝코비치-패들 고유

벡터를 계산하여, 실수부와 허수부 벡터들의 선형 조합으로 표현하고, 내부 해의 워핑 함수들을 보상할 수 있도록 최소오차 자승법을 

적용하였다. 계산된 해들은 2차원 유한요소 해석 결과와 비교하여 정성적일 뿐만 아니라 정량적으로도 잘 일치하는 결과를 얻었다. 

핵심용어 : 복합재료, 경계층 응력, 전산점근해석, 팝코비치-패들 고유함수


